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ABSTRAK
Tujuan dari tulisan ini adalah untuk menjelajahi transformasi yang terbentuk dari Deret fourier aliti-alih
dari integral Fourier. Sifal yang diselidiki of sini ditelusuri menurut jalan cerita dari transformasi
Fourier, misalnya transformasi turunan dan integral, konvolusi, serta turunan dan integral dari hasil

lransformasi,

Juga dibicarakan derel Founer kompleks yang melahirkan transformasi yang

merupakan versi spektrum diskret dan transformasi Fourier kompleks. Sefelah itu perolehannya akan
dibandingkan sehingga analogi masing-masing akan semakin jelas.
Kata Kunci: Transformasi Deret founer, Transformasi Integral Fourier. Fourier Kompleks.

eret Fourier Nyata dan Transformasinya

efinisi dan Sifat

ambicaraan tentang deret Fourier berangkat

ari teorema di bawah ini yang dikemukakan

eh G.L Dirichlet.

sorema A.1. Rumus deret Fourier dari

ungsi Berperiode 2L. (Lipschitz, 1974),

. Bila f(x) fungsi periodik dengan periode 2L
yang kontinu sepotong dan memiliki turunan
kanan dan kiri pada interval [-L,L] serta
turunan pertama dan ke dua f kontinu di [-
L,L], maka berlaku hubungan:

x)=a, + g,[an r::os{'l—z}x +b, SJ'J’{.-”L‘—T ]Ix] (1)

mana:

1 &
a, = = l flx Wi (2)

-3 ff{ }ms{””xdx. n=1,2.. (3
=1 [ f(x) n[nT]xdr n=12,.. (4)

zcuali ruas kanan (1) untuk x titik tidak kontinu
dalah rata2 limit kiri dan limit kanan dari f.

B. Bila deret berbentuk (1) konvergen
Muk x pada interval [-L.L] maka deret ini
wnvergen untuk seluruh bilangan nyata x,
fintegral untuk sembarang interval, serta
zrsifat periodik dengan perioda 2L. Di samping
1 rumus (2}, (3), dan (4) berlaku.
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Rumus (1) disebut uraian deret Fourier untuk
fix), dan Rumus (2), {3), dan (4) disecvul ruimus
Euler,

a. Misalkan L bilangan nyata positif.
Sebuah fungsi f:9i—R dikatakan sebuah fungsi-
L bila f periodik dengan perioda 2L, kontinu
sepotong-sepotong, dan memiliki turunan kanan
dan kiri pada interval [-LL], serta turunan
pertama dan ke dua f kontinu di [-L,L].

b. Misalkan f dan g dua fungsi-L, maka f
dan g dikatakan ekuivalen L bila mereka
memiliki titik-titik tidak kontinu yang sama serta
bernilai sama di setiap titik kontinu.Himpunan
semua fungsi-fungsi yang ekuivalen dengan f
disebut kelas ekuivalen dari f dan ditulis [f],.
Subskrip L dibuang bila sudah jelas menjadi [f].
Sebuah anggota dari [f ] disebut sebuah wakil
dari [f].

¢. Sebuah barisan berdomain bilangan
bulat adalah fungsi dari himpunan semua
bilangan bulat Z ke himpunan semua bilangan
nyata ‘R,

d. Misalkan | sebuzb hilangan nyata
positif, sebuah barisan-L adalah barisan
berdomain bilangan bulat yang berbentuk
berbentuk (2), (3), dan (4) pada teorema 1. Jadi
bila ¢ sebuah barisan-L maka c(0) = a,, ¢(n) = a,
untuk n>0 serta c(n) = b.,, untuk n<0. Untuk
selanjutnya sebuah barisan-L akan ditulis
sebagai pasangan barisan (a,b) di mana a =
{(as,2y,82,...) dan b = (by,ba,...).
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Akibat A.2. Misalkan L bilangan nyata positif.
aka terdapat hubungan satu-satu F antara kelas-
las ekuivalen [f ] dari fungsi-fungsi terintegral f
rperiode 2L dengan barisan-barisan-L ¢ = (a,b).

Bukti. Diberikan sebuah barisan-L (ab), maka
nus untuk mempercleh sebuah wakil dari kelas
uivalen yang menghasilkan barisan-L (a,b) adalah
mus uraian Fourier (1). Sebaliknya diberikan
buah kelas ekuivalen [f ], maka rumus untuk
zmperoleh (a,b) dan f(x) adalah rumus-rumus Euler
),(3),(4). Barisan-L yang didapat tidak bergantung
«da wakil yang dipilih. Selesai.

Definisi A.3. Misalkan f sebuah fungsi-L dan
adalah hubungan satu-satu pada Akibat 1. Maka
[f]) untuk selanjutnya ditulis F(f) saja. Dalam hal ini
f=(F:(f}.F2(f) di mana F;(f) = (an,a:,32,...) dan Fy(f)
(by,bs,...). F disebut Transformasi Deret fourier dari
rorema A3, Sifa-sifat Transformasi Deret
wurier,

F(uf+pa) = aF(f) + pF(g) untuk setiap konstanta a
in f nyata (Sifat Linier)

Bila F(f) = (a.b) maka F{f )= (a’".b’}) di mana: a'y =

2LIH(L-(-L+),
» = Un=) b,y untuk n=0, serta b, = -(na/l) a, untuk
0, yaitu (a's,b',) = na/L (b..-a,). Dengan kata lain F(f
= (a'.b") = na/l (b-a) + (c,0) di mana c adalah
irisan yang hanya boleh tak nol di c; = 1/(2LHf(L-)-
L+)}.

Ff(t)dt) = (a*.b*) di mana (a*,b*,) = L/(nx) (-
,a,) untuk n=1,2,...serta nilai a*, adalah konstanta
mbarang.

Misalkan feg = (/L) “f(p)a(x-p) dp. Misalkan
feg ) = (a*b"), Fi{f) = (a,b), dan F(g) = (2°,b*). Maka
o = 2a3,3@"; dan untuk n=0 berlaku a*, = a,a", - b,b*,
rta b%, = b.a*, + a.b™..

Catatan: feg di atas disebut konvolusi dari f
in g sekalipun definisi aslinya seharusnya adalah
feg) = F(f)F(g) di mana F adalah transformasi
tegral) Fourier dan di sini tidak diperoleh sifat
rupa.

Bukti.

A. Mengingat integral bersifat linier, vyaitu
tuk sembarang fungsi f dan g yang terintegral di [-
1 LMef(x)+pa(x) dx = af, H(x)dx + Bl a(x)dx, sifat
terwarisakan pada rumus-rumus Euler,

B. Pertama a'y, = 1/(2L) [\ (%) dx

.”{EL} [ﬂ:HH-LL = L'Im u—+0, u=l '”I{EL} Iﬂx}]-hubu

won

MNomor 2Tahun XX

Lim 0, wo TWZLYH(L-u)-f(-L+u) = 1(2L){f(L-)-f(-
L+)}

Kemudian untuk n>0, a', = (1/L) [ '(x)
cos (nn/L)x dx. Bila u = cos (nn/L)x dan dv = f
"(x) dx, maka du = -nn/L sin (nn/L)x dx sertav =
f(x). Maka a', = (uv].." - [ *vdu = [cos (na/L)x
fOl.- + na/L [ ,M(x) sin (ne/L)x dx = na/L [ 4(x)
sin (nn/L)x dx = nw/L b,

Terakhir untuk n=0, b', = (1/L) [, '(x) sin
(nn/L)x dx. Bila u = sin {na/L)x dan dv = f'(x) dx,
maka du = nn/L cos (nn/L)x dx serta v = f(x).
Maka b’y = (uv].." - [ 'vdu = [sin (nr/L)x f(x)].." -
na/L [i'f(x) cos (na/L)x dx = -na/L 1i'f(x) cos
(na/L)x dx = -na/L a..

C. Misalkan g(x) = [f(t)dt. Maka g
adalah sebuah anti turunan f, yaitu g adalah
sebuah fungsi yang bersifat @' = f. Misalkan F(f)
= (a,b) dan F(g) = (a*,b*). Maka menurut bagian
B, a% = W2L{G(L-)-G{-L+)} untuk suatu anti
turunan G dari g. Nilai a°; tidak bergantung
pada pilihan G, jadi hanya bergantung pada f.

Mengingat menurut B, (a,b, = nn/L
(b*.,-a*,) untuk n>0, maka haruslah (a*, b*.) =
Linx) (-ba.a,) untuk n=0.

D. Pertama a, = 1/(2L) [ ."(f #g)(x) dx =
12L) LML M(p)gix-p) dp dx = 1/(2L%) [.']
C(p)a(x-p) dp dx = 1/(2L7) L' f(p)a(x-p) dx dp.
Misalkan g = x-p, maka dq = dx dengan asumsi
p konstan. Maka integral itu menjadi
UELHLH G f(p)g(q) da dp = 1/(2L%) [ H(p) dp
liglg) dg= _
1(2L%) [ H(p) dp li"g(q) dg = 2{142L) [ 4(p) dp
1/(2L)l.."a(g) dg} = 2a.a®,

Ke dua, bila n>0, a*, = (1/L) [.*(f +g)(x)
cos (nafl)x dx =
(1) L0 H(p)gix-p) dp cos (na/L)x dx =
(13 L. H(p)a(x-p) cos (nw/L)x dp dx = (1/L%) I
M H(p)g(x-p) cos (nw/L)x dx dp. Seperti tadi,
misalkan q = x-p. Maka x = p+q. Karena cos
(na/llyx = cos (na/L)(p+g) = cos (na/l)p cos
(nr/L)q - sin (na/L)p sin (nn/L)g, maka integral di
atas menjadi (1/L%) [.*,"*f(p)a(g){cos (n=/L)p
cos (nn/L)q - sin (nn/L)p sin (nm/L)q} dgq dp =
(1L%) L. H(palg)eos (na/l)p cos (nmil)q - sin
(ne/L)p sin (na/l)q} dq dp = (17 [
. f(p)a(g)cos (nw/L)p cos (nxil)q dq dp ~(1/L7) L.
" sin (na/L)p sin (na/L)q} dg dp = (1/L) L(f (p)
cos (nn/L)p dp (1) Iig(q) cos (nw/L)q dq -
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(1LY LG (p) sin (n/L)p dp (1) [\'g (q) sin
{nn/L)g dg = a.a%, - b.b™,.

Terakhir, bila n>0, a%, = (1/L) [.*(f e g)(x)
sin (nn/L)x dx =
(L) 1ML H(pialx-p) dp sin (na/l)x dx =
(L7 [ f(p)alx-p) sin (nm/Lx dp dx = (1/L%) [,
M Hp)g(x-p) sin (nm/L)x dx dp. Seperti tadi,
misalkan q = x-p. Maka x = p+q. Karena sin
(nefL)x = sin (na/L)(p+q) = sin (nn/L)p cos
(nwfL)g + cos (nn/L)p sin (nn/L)q, maka integral
di atas menjadi (1% [ M. ."Pf(plalaXsin
{(nn/L)p cos (nrfL)g + cos (nn/L)p sin (nnfL)q} dq
dp = (1L%) L Mp)a(a)sin (nn/L)p cos (nmil)q
+ cos (nn/L)p sin (nn/L)g} dg dp = (1/L%) [M.
._"f{p)g{q]sfn {nn/L)p cos (nn/L)q dg dp +1/L% [
- cos (nm/L)p sin (nm/L)a} dg dp = (1/L) L.5(F (p)
sin (nz/L)p dp (1/L) li'g(q) cos (na/l)q dgq +
(1/L) L.Mf (p) cos (na/L)p dp (1/L) [l g (q) sin
(n/L)g dq = ba*, + a,b*,. Selesal.

Sifat D dari teorema di atas
memperlihatkan bahwa pada transformasi deret
Fourier operasi + yang biasa digunakan dalam
transformasi Laplace tidak memberikan sifat
konvolusi yang biasa. Sekalipun demikian, sifat
ini amat berguna ketika yang dihadapi adalah
fungsi-fungsi genap atau fungsi-fungsi ganijil.
Untuk ini diperlukan definisi dan tecrema berikut
ini.

Definisi A.5. Misalkan f:S—% sebuah
fungsi di mana ScR. Fungsi f dikatakan genap
apabila f(-x) = f(x) untuk setiap x=R, sedangkan
f dikatakan ganjil bila f(-x) = -f(x) untuk setiap
Xeh.

Teorema A.4. Misalkan f sebuah fungsi-
L dan F(f) = (ab). Bila f ganji maka a
merupakan barisan nol, sedangkan bila f genap
maka b merupakan barisan nol.

Catatan: Transformasi sebuah fungsi
genap biasa disebut transformasi Deret fourier
Kosinus, sedangkan transformasi fungsi ganijil
disebut transformasi Deret fourier Sinus.

Bukti. Misalkan f ganjil. Maka a, =
URLLHedx = 120 f(x)dx + [f(x)dx} =
UERLYLH()dx + [H(x)dx} = 120 {H(x)dx +
of(x)dx} = 0. Untuk n>0, a, = 1/LL f(x)cos
(nm/L)x dx = 1L{L°f(x) cos (nm/L)x dx + JoH(x)
cos (nr/L)x dx} = 1L{,f(-x) cos (nr/L)(-x) dx +
lo"f(x) cos (na/L)x dx} = 1/IL{J,"f(x) cos (nn/L)x
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dx + [of(x) cos (nmlL)x dx} = 1L{-I'f(x) cos
(na/L)x dx + l;"f(x) cos (na/L)x dx} = 0.

Sekarang misalkan f genap. Maka untuk
n>0, b, = 1L (x)sin (nm/L)x dx = 1/L{. °f(x) sin
(nr/L)x dx + Ig"f(x) sin-(na/L)x dx} = 1L{;"F(-x)
sin (nafL)(-x) dx + [of(x) sin (nul)x dx} =
LX) -sin (na/L)x] dx + () sin (na/L)x dx}
= 1L{-lH(x) sin (nm/l)x dx + [oH(x) sin (na/L)x
dx} = 0. Selesai,

Akibat A.5. Misalkan f dan g fungsi-
fungsi-L, F(f) = (a,b), F(g) = (a*,b*), dan F(feg) =
{a®.b*).

a. Bila f dan g genap maka feg genap dan a%; =
2aga®; serta a*, = a,a", untuk n=0.

b. Bila f dan g ganijil maka feg genap dan a*; =
0 serta a*, = -b,b*, untuk n=0,

c. Bila f genap dan g ganjil maka feg ganjil dan
b, = a.b*

d. Bila f ganjil dan g genap maka f+g ganjil dan
b%, = bya™,.

Bukti.

a. Bila f dan g masing-masing genap, maka F(f)
= (a,0) dan Fig) = (a*.0). Menurut tecrema
A.1.3, a"y = 2aga*, serta a", = a,a",. Sedangkan
b =0 untuk n> 0.

b. Bila f dan g masing-masing ganjil, maka F(f)
= (0,b) dan F(g) = (0,b*). Menurut tecrema
A1.3, a% = 2.0.0 = 0 serta F(feg) = (-b,b"..0}.
Jadi a*, = -b,b*,. Sedangkan b*, = 0 untuk n >
Q.

c. Bila f genap dan g ganjil maka F(f) = (a,0) dan
Fig) = (0,b%). Menurut tearema A3, bY, =
8,b",. Sedangkan a*, = 0 untuk n = 0.

d. Bila f ganjil dan g genap maka F(f) = (0.b)
dan F(g) = (a",0). Menurut teocrema A.1.3, b, =
b.a*.. Sedangkan a*, = 0 untuk n = 0. Selesai.

Berikut ini adalah analogi masalah
turunan dan integral hasil transformasi.

Definisi A.6.. Misalkan ¢ = (a,b) sebuah
barisan-L. Turunan c¢ adalah Ac = (AaAb) di
mana Aa adalah barisan Aa; = a,, serta untuk
n>0, Aa, = a,-a,.; sedangkan Ab adalah barisan
Aby = by, serta Ab, = by-b,.y untuk n=1.

Teorema A.6. Misalkan f sebuah fungsi-
L, dan F(f) = (a,b). Bila g(x) adalah sebuah
fungsi-L yang bersifat F(g) = (a",b*) di mana a*;
=0, a%, = a,.y untuk n=0, b*y = 0, dan b*, = ba.1,
maka F(f-g) = A F{f).
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Bukti. Misalkan h adalah deret Fourier
dengan koefisien A F(f). Maka h(x) = Aag + Zet”
[ Ag, cos (nu/L)x + Ab, sin (nn/L)x ] = a, + by sin
(/L)% + 2o=" [(8—3n4) cOs (na/L)x + (ba.s-bn)
sin ([n+1]n/L)x ] = ag + by sin (A/L)x + Xoat™ [ 35
cos (nw/L)x + by.y sin (n+1]a/l)x ] - Zoa™ [ 304
cos (na/L)x + b, sin ([n+1]x/L)x ] = f(x) — g(x) ai
mana g(x) = X" [ @n €05 (na/l)x + b, sin
([n+1]n/L)x ). Terlihat bahwa F(g) = (a*b*) di
mana a%; = 0, a%, = &, untuk n=0, b*, = 0, dan
b*, = by Selesai.

Definisi A.7. Misalkan ¢ = (a,b) sebuah
barisan-L. Integral dari ¢ adalah barisan [c yang
bersifat Ale = c.

Teorema A.7. Misalkan c = (a.b) sebuah
barisan-L. Misalkan lc sebuah barisan-L. Maka
[c adalah barisan ¢* di mana a*; = a,, b*, = b,
a", = Yoo 3, untuk k=0, b*, = ¥.-; b, untuk k>1.

Bukti. Menurut teorema A8, AJF(f) = F(u-
v) di mana u adalah deret Fourier berkoefisien
[F(f) dan v adalah deret berkoefisien [F(f) yang
telah diubah dan digeser sebagaimana
pengubahan koefisien f menjadi koefisien g
pada teorema itu. Jadi a, = fag, b, = Iby, a, = Ja,
- [a,., untuk n>0, serta b, = Ib, - Jb,..., untuk n>0.
Maka [c secara keseluruhan dapat diketahui.
Tepatnya: [a, = a;+/a, = a,+a,, kemudian fa; =
a,+ja, = a,+a,+a; demikian seterusnya
sehingga didapat Ja, = Y..0'a, untuk k=0. Juga:
sz = bz“f‘fbw = bat+hy, kemudian fh"; = b:i+lbz =
b.+b.+b;, demikian seterusnya sehingga
didapat [by = ¥,-,"b, untuk k>1. Selesai.

Berikut ini adalah sebuah teocrema yang
menyangkut pergeseran fungsi atau shifting
pada fungsi asal.

Teorema A8. Pergeseran Fungsi
Asal. Misalkan C konstanta nyata, f sebuah
fungsi-L serta g(x) = f(x+C) di mana F(f) = (a,b)
dan F(g) = (a*,b*). Maka a*, = a;, serta untuk
n=0, a*, = a, cos (na/L)C + b, sin (nn/L)C dan
b*, = b, cos (nn/L)C -a, sin (nn/L)C, yaitu
(a*, b*,)" = A(n) (a, bs)" dengan A(n) =

cos (na/L)C
- sin (nw/L)C

sin (nw/L)C
cos (n=/L)C

Bukti. Dengan perhitungan langsung a*,
= 2L falgdx = 1/(2L)) g(x)dx = 1/(2L).

Nomor 2/Tahun X0

HxACydx = (2L e F(x+C)d(x+C) = &
mengingat f berperioda 2L.

Juga a*, = 1Ll "g(x) cos (nm/l)x dx =
1ILLH(x+C) cos (na/l)x dx = 1/LL "f(x+C) cos
(nu/L)(x+C-C) dx . = 1/Llc"Cf(x+C) cos
(na/L)(x+C-C) d(x+C) = 1/LI_."%f(x+C) {cos
(nafL)(x+C) cos (nr/L)C+ sin (na/L)(x+C) sin
(nafL)C} d(x+C) = cos (na/L)C {1/L)i.c " “f(x+C)
cos (nu/L)(x+C)d(x+C)} + sin (nn/L)C{1/LL
Le S f(x4+C)  cos  (nm/L)(x+C)d(x+C)} = cos
(nn/L)C a, + sin (na/L)C b,

Dengan cara serupa, b*, = 1/L.."q(x) sin
(nef/L)x dx = 1/LL f(x+C) sin (na/L)x dx = 1/LJ.
MH(x+C) sin (na/L)(x+C-C) dx = 1/LL .2 " f(x+C)
sin (na/L)(x+C-C) d(x+C) = 1/LL.c~"“f(x+C) {sin
(na/L)(x+C) cos (nn/L)C -cos (nan/L)(x+C) sin
(ne/L)C} d(x+C) = cos (na/L)C {1/ .c" " f(x+C)
sin  (nw/L)(x+C)d(x+C)} -sin  (na/L)C{1LL

Lo T (x+C) cos  (na/lL)(x+C)d(x+C)} = cos
(na/L)C b, - sin (nre/L)C a,. Selesai.

Teorema A.9. Pergeseran Hasil
Transformasi. Misalkan f sebuah fungsi-L

dengan F(f) = (a,b), M dan N bilangan-bilangan
asli >0 dan (a*b*) adalah sebuah barisan
dengan a*, = 3,.» untuk n=0,12,... serta b*, =
bren untuk n=1,2.3,... Misalkan pula F(2f(x) cos
(M=/L)x) = (a*,b"), F(2f(x) sin (Mz/L)x) = (&'.b),
F(2f(x) cos (N=/L)x) = (a".b"), dan F(2f(x) sin
(NnfL)x) = {(a".b"). Maka a%, = a, &% = (a"+
B'a)/2, b*, = (b's + @°0)/2.

Bukti. Misalkah F(2f(x) cos (Mn/L)x) =
(a’,b") dan F(2f(x) sin (Mw/L)x) = (a.b'), serta
F(2f(x) cos (Nn/L)x) = (a°.b") dan F(2f(x) sin
(Nm/L)x) = (a".b").

Maka a*, = ay = 1/LL" f(xjcos (Ma/L)x
dx = 1/(2L)]." 2f(x) cos (Ma/L)x dx = a®,.

Kemudian a*, = a.w = 1/LL" f(x)cos
[(n+M)m/L]x dx = LI f(x)[cos (nm/L)x cos
(Mr/L)x - sin (nm/lL)x sin (Ma/L)x] dx = 1/LL*
f(x)cos (Mr/L)x cos (nn/L)x dx - 1/LI." f(x) sin
(Ma/L)x sin (nn/L)x dx = (1/2)[1LL" 2f(x) cos
(Mr/L)x cos (nm/L)x dx] — (1/2)[1/LL" 2f(x) sin
(Mr/L)x sin (nm/L)x dx] = (1/2)a"~(1/2)b', = (8"
b'a)f2.

Terakhir, b*, = buy = 1L f(x)sin
[(n+N)n/L]x dx = 1/LL" f(x)[sin (na/L)x cos
(Nz/L)x + cos (nn/L)x sin (Na/l)x] dx =
/LI f(x) cos (Na/L)x sin (nm/L)x dx + 1/L[
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& f(%) sin (NmiL)x cos (na/L)x dx =
(12)[(1LL" 2f(x) cos (Nm/L)x sin (na/L)x
dx] + (12)[1/LL" 2f(x) sin (N=/L)x cos
(nafl)x dx] = (1/2)b°, + (1/2)a", = (b, +
a",)2. Selesai.

Deret Fourier
Transformasinya
Teorema B.1. Rumus Deret
fourier dari Fungsi Berperiode 2L.
A. Bila f(x) fungsi periodik dengan periode
2L yang kontinu sepotong-sepotong dan
memiliki turunan kanan dan ki pada
interval [-L.L] serta turunan pertama dan
ke dua f kontinu di [-L L], maka berlaku
hubungan:
f(x) = 2 Ci g
(1)
di mana:
cn = (12L) [ Mixe*™™™ dx, n=12,....
(2)
kecuali ruas kanan (1) untuk x titik tidak
kontinu adalah rata2 limit kiri dan limit
kanan dari f.
B. Bila deret berbentuk (1) konvergen
untuk x pada interval [-L.L] maka deret ini
konvergen untuk seluruh bilangan nyata x,
terintegral untuk sembarang interval, serta
bersifat periodik dengan perioda 2L. Di
samping itu rumus (2) berlaku.
Catatan:
1. Rumus (1) disebut uraian deret Fourier
kompleks untuk f(x)
2. Rumus (2) disebut rumus Euler
kompleks
Definisi B.1. [1] him 611. Untuk
deret Fourier kompleks transformasinya
disebut ftransformasi deret Fourier
kompleks dan ditulis G serta barisan-L nya
disebut barisan-L kompleks serta fungsi-L
nya tetap disebut fungsi-L kompleks.
Teorema B.2. Sifat-sifat
Transformasi Deret fourier Kompleks.
A. Glaf+fig) = aG(f) + BG(g) untuk setiap
konstanta a dan P nyata (Sifat Linier)
B. Bila G(f) = c maka G(f ) = ¢’ di mana
untuk n bilangan bulat ¢', = (-1)"(2L) [f(L-)-
f(-L+)] + (inn)/L c,.

Kompleks dan

Matematika & Komputer

C. G(lf(t)dt) = ¢ di mana untuk n
bilangan bulat ¢*, = 1/(2inn) (-1)™" [f(L-)-
f(L+)] + Li(inx) c..

D. Misalkan feg = (1/2L)L "f(p)a(x-p) dp.
Misalkan G(feg ) = 0", G(f) = ¢, dan G(g) =
c*. Maka untuk n bilangan bulat berlaku
ch. =ty

Bukti.

A. Mengingat integral bersifat linier,
yaitu untuk sembarang fungsi f dan g yang
terintegral di [-L,L], [\ "(af(x)+pa(x) dx = al.
Cf(x)dx + Bl g(x)dx, sifat ini terwarisakan
pada rumus Euler untuk deret Fourier
kompleks.

B. Kemudian untuk n>0, ¢, =
1/(2L) 17 '(x) ™Y dx. Bila u = e*™'>
dan dv = f '(x) dx, maka du = -(inm)/L e
LS dx serta v = f(x). Maka 2Lc', = (uv].*
- [ vdu = (e f(x)].- +(inm)/L [(x) e
1o dy = [ f(x)). " + (2inn) ¢, = Lim
is0, o (@5 001+ (2inm) ¢, = [e
i/l p(L-) f{L':l 3 E.n;nrl.l’tL:It-L-:l fl:*L"‘:]] + {2]““} Cn
[e*™ f(L-) - €™ f(-L+)] + (2in=) ¢,. Jadi ¢,
1/(2L) [e™ f(L-) - & f(-L+)] + (in=)/L c, =
1/(2L) (cos n=) [f(L-)-f(-L+)] + (inx)/L ¢, =
(-1)"(2L) [f(L-)-f-L+)] + (inm)/L c,.

C. Misalkan g(x) = [,"f(t)dt. Maka g
adalah sebuah anti turunan f, yaitu g
adalah sebuah fungsi yang bersifat g' = f.
Misalkan G(f) = ¢ dan G(g) = ¢*. Maka
menurut bagian B, ¢, = (-1)"{2L) [f(L-)-
f(L+)] + (inn)/L c*.. Maka c*, = 1/(2inx) (-
1™ [f(L-)-f(-L+)] + Li(inx) c,.

D. Untuk n bilangan bulat, ¢*, =
(172L) L M(F e g)(x)e ™™ dx =
(172L) LM (120 H(p)a(x-p) dp e dx =
(1/4L%) [, "f(p)g(x-p) e**** dp dx =
(174L%) [ f(p)axp) ™™ dx dp.

Misalkan g = x-p. Maka x = p+q. Karena
e-u!nm'LJ: s E-idf‘-n-'L]:n'q.! = Eﬂnﬂ}pe-itnmm maka

integral di atas menjadi (1/4L% !'_LLI,L_[,"’
*f(p)a(q){e ™ Fe "™} dq dp = (1/2L) [ M
(p)e™™™® dp (1/2L) L\'g (9)e™™ dq =
C.C%. Selesai.

Sifat D dari teorema di atas
memperlihatkan bahwa untuk deret
Fourier kompleks rumus konvolusi bekerja
sebagaimana biasanya pada transformasi
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Laplace. Berikut ini akan dibahas sifat-sifat
yang merupakan analegi turunan dan
integral hasil transformasi.

Definisi B.2. [1] 289. Misalkan ¢
sebuah barisan-L kompleks. Turunan dari
¢ adalah sebuah barisan Ac dengan Ac, =
Cn-Cr-y UNtuk bilangan bulat n.

Teorema B.3. Misalkan f sebuah fungsi-
L, dan G{f) = c. Bila g(x) adalah sebuah fungsi-L
yang bersifat G(g) = ¢* di mana c*, = ¢, untuk
n bilangan bulat, maka G(f-g) = A G(f).

Bukti. Misalkan h adalah deret Fourer
kompleks dengan koefisien AG(f). Maka h(x) =
Trew 7| ACR TP = Fon L (CCrt) €] = Zow
o G L Y e G = f(x) - g(x) di
mana g(x) = ¥.-.” c..e™% Terlihat bahwa
G(g) = ¢* di mana ¢", = ¢, untuk n bilangan
bulat. Selesal.

Definisi B.3. [1] 291. Misalkan ¢ sebuah
barisan-L kompleks. Integral dari-c¢ adalah
barisan-L kompleks sehingga Alc =c¢.

Teorema B.4. Misalkan c sebuah
barisan-L kompleks. Misalkan Jc sebuah
barisan-L kompleks. Maka lc berbentuk barisan
¢ di mana ¢*; = K konstanta sembarang, c*, =
K+ .iCy untuk k>0 dan ¢*, = K-3..1"c, untuk
k=<0.

Bukti. Misalkan f adalah fungsi-L
sehingga G(f) =c. Menurut teorema B.3, AIG(f) =
G(u-v) di mana u adalah deret berkoefisien [G(f)
dan v adalah deret berkoefisien [G(f) yang
digeser ke kiri satu langkah, yaitu indeks n diisi
oleh koefisien ke n-1. Jadi ¢, = Jc, - Ic,... Bila
untuk suatu n nilai Jc, diketahui, sebutliah Jc, =
K, maka Jc diketahui dari rumus ¢, = ¢, - lc.1.
Tepatnya: ey = cy+ley = 6+K, kemudian le, =
c.+ley = cote,+K, demikian seterusnya sehingga
didapat [¢, = K+Z..:"c, untuk k>0. Sekarang Jc.,
= Jeg-co = K-co, kemudian Je.; = Je.i-c.y = K-coc.s,
demikian seterusnya sehingga lee= K-Tinca
untuk k>0. Selesai.

Berikut ini teorema tentang shifting pada
fungsi asal untuk transformasi deret Fourier
kompleks.,

Teorema B.5. Pergeseran Fungsi
Asal, Misalkan C konstanta nyata dan f sebuah
fungsi-L, g(x) = f(x+C), serta G(f) = c dan G(g) =
¢*. Maka c*, = ¢,e'™vC,

Nomaor 2/Tahun XN

Bukti. Untuk n bilangan bulat berlaku:
¢*s = (1/2L) [ 'g(x)e ™™™ dx =
(112L) 1 (x+Cle™ ™™ dx =
Wi Yo+ C-C) dx =
(172L) L™ f(x+C)e ™ = CC g(x+C) = (1/2L) L.
L-CL +Cf|:x+c}e-irn AL )x+C) e::nzﬂ_}i:d EX"‘C}
e™MC2L) LM C)e Ol (x+C)
g'™HCe  Selesai.

Teorema B.6. Pergeseran Hasil
Transformasi. Misalkan M bilangan bulat tak
nol dan f adalah sebuah fungsi-L dengan G(f) =
¢, serta G(f(x)e ™) = ¢ Misalkan ¢, = C*5em
untuk setiap bilangan bulat n. Maka ¢® = c”,

Bukti. c*, = (1/2L) [ f(x)e
[ite+ M=/l )x dx — {1}2[_'] J'_LLf(x}E-iinﬂL]l e—i[M:.'L:Ih: dx =
(1/2L) [ H(x)e Mol gt gy = cA Selesai.

Adapun gejala Gibbs, ia dialami pula
oleh transformasi deret Fourier kompleks
karena ia tidak lain dari cara penulisan lain dari
transformasi  deret Fourier nyata ketika
diterapkan pada fungsi-fungsi nyata.

Tabel 1 menunjukkan perbandingan
sifat transformasi Fourier nyata maupun
kompleks dengan transformasi deret Fourier
baik nyata maupun kompleks.

(1/2L) [ H{x+C)e

KESIMPULAN

Transformasi deret Fourier nyata memiliki
ciri-ciri transformasi Fourier nyata termasuk
transfoermasi  sinus  dan  kosinus, namun
mengalami kepelikan dalam hal konvolusi. Hal
ini disebabkan karena kasus konvolusinya
merupakan kombinasi linier dari empat kasus
yang diberikan pada Akibat A.5. Pendefinisian
“turunan” dan “integral” untuk barisan-L agak
kurang alami mengingat tidak terdapatnya
kesinambungan koefisien-koefisien sinus dan
kosinus secara alami, MNamun suatu versi
analogi dengan teorema turunan dan integral
hasil transformasi masih dapat diperoleh.

Transformasi deret Fourier kompleks
memiliki ciri transformasi Fourier kompleks
secara lebih utuh. Bahkan konvolusi berjalan
sebagaimana diharapkan. Konsep turunan dan
integral barisan-L kompleks juga lebih alami.
Semua kemulusan ini dibayar dengan sifat
koefisien yang merupakan bilangan kompleks,
hal ini memerlukan medifikasi terlebih dahulu
untuk dapat diterapkan, namun setidaknya
perhitungan berjalan lebih lancar.
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Penggunaan transformasi deret Fourier
suai untuk menangani masalah yang memiliki
main terbatas. Penanganannya mungkin
1gan memperluas domain tersebut sehingga
nat dipandang sebagai masalah dengan

Kreyszig, Erwin, Advanced Engineerning
Mathematics, John Wiley & Sons, New York
1993

Lipschitz, Seymour, Fourier Analysis, Schaum
Outline Series, McGraw-Hill, New York,

main tak hingga namun periodik.
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_ Perbandingan sifat transformasi Fourier dan deret Fourier

at Transformasi "Transformasi | Transformasi Deret | Transformasi Deret
Fourier Nyata Fourier Fourier Nyata Fourier Komplek
Komplek
umus Deret | f(x) = [;" Alwicos wx | f(x) = |.."C(w) fix) = ag+X. -1 " a,cos f(x) = Xpe"Cre"
u Integral + B(w)sin wx dw e dw nx + b, sin nx dw untuk x nyata
drier untuk x nyata untuk x nyata untuk x nyata
Rumus Euler | A(w) = 2/nl.." f(x) Clw) = 12m).* | ap= 1/(2L) [ F(x)dx Cn =
cos wx dx f{x)e ™ dx a,= 1L [ “f(x) cos nx | 1/(2L) [.7f(x)
B(w) = 2/l f(x) untuk w bilangan | dx untuk n=1,2.3, ... e dx
sin wx dx untuk wz | nyata. by =1/L [, f(x) sin nx | untuk n bilangan
0. dx untuk n=1,2,3.... | bulat
Jefinisi F(f) = (AB) Gif=C F(f} = (a.b) Gif)=c
insformasi |
<elinieran: Ya Ya Ya Ya
f+pg) =
N+pFi{g) untuk
iap bilangan
ita o, B
umus Bila F(fi = (A.B) Bila Gifi=C Bita F(f) = (a,b) maka Bila G(f) = c maka
nsformasi maka maka Fif)={a"b)d Gif ') = ¢’ di mana
‘unan F(f 'y = (A=B") di Gif )=C"di mana: a's = 1{2L)}{f(L- | untuk n bilangan
mana: mana C*(w) = J-f{-L+)), bulat ¢’ =
A*(w) = wB(w)- wC{w) a’, = Li(na) b, untuk (-1)"1(2L) [f{L-)-f(-
(2/m)f(0), dan B*(w) n=0, serta b’ = -(nw/L) | L+)] + (ina)/L c,.
= wAlw) 8, untuk n=0, yaitu
(8'a.b') = nr/L (by,-a,).
lumus Bila F(f) = (A.B) BilaG(f)=C Bila F(f) = (a,b) maka | Bila G(f) = c maka
nsformasi maka F(l"f(tydt) = maka Glo'f(hdt) | Flaf(t)dt) = (a*b*) di | G, F(t)dt) = ¢* di
xgral (A*.B*) di mana = C* di mana mana (a%,b*,) = L/(nx) | mana untuk n
A%w) = =(1/w)B(w) C*w) = {-b,.a,) untuk bilangan bulat ¢*, =
dan B® = (1/w)(Alw) | 1/{iw)C(w) n=12,...sertanilaia% | 1/(Zin7) (-1)™" [f(L-)-
+ (2/m)g(0)) adalah konstanta f(L+)] + Li(in®) ¢y
sembarang.
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Tabel 1.

Nomor 2/Tahun XX

Perbandingan sifat transformasi Fourier dan deret Fourier (Lanjutan)

Sifat Transformasi Fourier | Transformasi Transformasi Deret Transformasi Deret

Nyata Fourier Komplek | Fourier Nyata Fourier Komplek
7. Rumus Misalkan feg = {2.’.1}{, Misalkan feg = Misalkan feg = {1!L}f. | Misalkan feg = (1/2L)].
Transformasi | _*f(p)g(x-p) dp. (1/27) Lf(pa(x-p) dp. » (p)g(x-p) dp.
Konvolusi Misalkan F(feg ) = |flplg(x-p) dp. | Misalkan F(feg )= Misalkan

(A~ B, F(f) = (AB), Misalkan (a*b"). Fif) = (a.b), Gifeg)=c* G(f) =c,

dan F(g) = (A",B"). Gifeg)=C*, dan F{g) = (a*b*). dan G{g) = ¢*. Maka

Maka a", = 2a,a"; dan | G(f) = C, dan Maka a*; = 2aga*; dan | untuk n bilangan bulat

untuk n=>0 berlaku G(g) = C*. Maka | untuk n>0 berlaku a”, | berlaku c*; = c.c*,

| Atw) = AlW)A*(w) — untuk w bilangan | = 8,87, - b.b*, serta

B(w)B*(w) serta B"(w)} | nyata berlaku b*, = b.a", + ab%,

= B(w)A™(w) + Chw) =

Alw)B*(w). CwW)C*(w)
8. Rincian Misalkan f dan g Rincian serupa Misalkan f dan g Rincian serupa
Rumus fungsi-fungsi dengan dengan tecrema | fungsi-fungsi-L, F(f) = | dengan lecrema
Konvolusi Fi{f) = (a,b), F{a) = konvolust G(f+g | {a,b), F(g) = (a=.b%), konvolusi: F(feg )=

(a".b*). dan F{feg) = | ) = G(NG(g) dan F(feg) = (a",b"). | F()F(g)

(a™.b").

a. Bila f dan g genap a, Bila f dan g genap

maka f+g genap dan maka feg genap dan

AnwW) = AlwW)IAT (W) a", = 2a,a‘, serta a™,

unfuk w =0, = a.a", untuk n=0.

b. Bila f dan g ganjil b. Bila f dan g ganjil

maka f+qg genap dan maka feqg genap dan

AMw) = -B(w)B*(w) a"; =0 sertaa®, =-

untuk w =0, byb®, untuk n=0.

c. Bila f genap dan g c. Bilafgenap dan g

ganjil maka f+g ganjil ganjil maka f+g ganjil

dan B%w) = dan b®, = a.b",

Alw)B*(w). |

d. Bila f ganjil dan'g d. Bila f ganjil dan g

genap maka f«g ganjil genap maka feg ganjil

dan Bhw) = i dan b", = b.a",

Biw)A*(w).
9, Definisi Definisi turunan fungsi | Definisi turunan | *Misalkan ¢ = (a,b) Misalkan c
Turunan biasa fungsi biasa sebuah barisan-L. sebuah barisan-L
Transformasi Turunan dari ¢ adalah

Ac = (Aa,Ab) di mana
Aa adalah barisan Aag
= a,, serta untuk n>0,
A3, = 85-8ny
sedangkan Ab adalah
barisan Ab; = by, serta
Ab, = by-byy untuk
n=1.

kompleks. Turunan
dar ¢ adalah sebuah
barisan Ac dengan Ac,
= Gy g UNtuk
bilangan bulat n.
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Perbandingan sifat transformasi Fourier dan deret Fourier (Lanjutan)

it Transformasi Transformasi Fourier | Transformasi Deret | Transformasi Deret
. Fourier Nyata Komplek Fourier Nyata Fourier Kemplek
Teorema Misalkan f sebuah | Misalkan f sebuah Misalkan f sebuah Misalkan f sebuah
unan fungsi dengan F(f) | fungsi dengan G(f) = | fungsi-L, dan F{f)= | fungsi-L, dan G(f) = c.
nsformasi | = (AB). Maka C. Maka fungsi g(x) | (a,b). Bila g{x} Bila g(x) adalah sebuah
fungsi g(x) = = {-1x)f(x) bersifat adalah sebuah fungsi-L yang bersifat
xf(x) bersifat Flg) = | Glg) = C'(w) fungsi-L yang Glg)=c dimanac®, =
{A*,B*) dengan bersifat F{g) = Cy1 untuk n bilangan
A*(w) = B'(w) dan (a*b*)dimanaa®, | bulat, maka G(f-g)=A
B*(w) = -A'(w) =0, a%, = a,, untuk | G{f.
n=0, b* = 0. dan b*,
= b4, maka Fii-g) =
A F(f),
Definisi Definisi integral " Definisi integral **Misalkan ¢ = (a,b) | Misalkan ¢ sebuah
gral biasa biasa sebuah barisan-L. barisan-L kompleks.
nsformasi Integral dari c integral dari c adalah
| adalah barisan lc barisan-L kompleks
| yang bersifat Alc = | sehingga alc=c.
.
Teorema Misalkan f sebuah | Misalkan f sebuah Misalkan c= (a,b) Misalkan c sebuah
gral fungsi dengan F(f) | fungsi dengan G{f) = | sebuah barisan-L. barisan-L kompleks,
nsformasi | = (A B). Maka C. Maka fungsi g(x) | Misalkan Jc sebuah | Misalkan [c sebuah
fungsi glx) = = f(x)/(-ix) bersifat barisan-L. Maka [c | barisan-L kompleks.
f(x)/x bersifat F(g) | Gig) = [.."C(v)dv. adalah barisan c* di | Maka [c berbentuk
= (A®,B") dengan mana a'; = 3, b*; = | barisan ¢* di mana c*;
A*(w) = -] "B(v)dv by, 8% = S0 20 = K konstanta
dan B*(w) = untuk k>0, b%, = sembarang, ¢, =
[."B(v)dv Y1 by untuk k=1, K+¥ =1 €y untuk k=0
dan €% = K-Zoat
| urduk k=<0,
Teorema Misalkan C Misalkan K | Misalkan C Misalkan C
geseran konstanta nyata, f | konstanta nyata dan | konstanta nyata, f konstantia nyata dan f
a Fungsi sebuah fungsi f sebuah fungsi sebuah fungsi-L sebuah fungsi-L, g(x) =

!

dengan F(f) =
(AB), g(x) =
f(x+C), dan Fig) =
{A*B*). Maka
At(w) = Alw) cos
wC + B{w) sin wC
dan B*(w) = B(w)
cos (na/L)C —Alw)
sin (na/L)C

dengan G(f) = C,
alx) = f(x+K), serta
G(g) = C*. Maka
C*(w) = C(w)e™.

sarta g(x) = f(x+C)
di mana F(f) = (a,b)
dan F(g) = (a".b*).
Maka a*; = a;, serta
untuk n=0, a*, = a,
cos (n/L)C + b, sin
(n/L)C dan b*, = b,
cos (nr/L)C -a, sin

| (n/L)C

f(x+C), serta G{f)=c¢
dan G{g) = c*. Maka c¢",

— KnaiL)c
Gl O
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Tabel 1.
Perbandingan sifat transformasi Fourier dan deret Fourier (Lanjutan)

Sifat Transformasi Fourier Transformasi Transformasi Deret Transformasi

Myata Fourier Komplek Fourier Nyata Deret Fourier

| o = Komplek

14. Teorema Misalkan f sebuah Misalkan u Misalkan f sebuah Misalkan M
Pergeseran fungsi dengan F(f) = bilangan nyata tak | fungsi-L dengan F(f) = bilangan bulat tak
pada Hasil (A.B), i dan n bilangan- | nol dan f adalah (a,b), Mdan N nol dan f adalah
Transformasi | bilangan nyata positif bilangan-bilangan asli

dan (A*,B*) adalah
pasangan fungsi di
mana A*(w) = Alw+p)
untuk setiap w=0 serta
B*(w) = B{w+n) untuk
wz0. Misalkan pula

| F(2f(x) cos px) =

(AN BN, F(21(x) sin ux)
= (A',B'), FI2f(x) cos nx)
= (A",B"), dan F(2i(x)
sin nx) = (A" B"). Maka
A(w) = Y4 (AMw)-
B'(w)), b*s =% (B (w)+
Allw)).

sebuah fungsi
dengan G(f) = C,
serta G{f(x)e ™) =
C* Misalkan
C*{w) = C*{w+p)
untuk setiap
bilangan nyata w.
Maka C* = C*

=0 dan (a*,b") adalah
sebuah barisan dengan
2% = 8. untuk
n=0,1,2,... settab*, =
baen untuk n=1,2.3,...
Misalkan pula F(2f(x)
cos (Mnr/L)x) = (a™.b*),
F(2f(x} sin (Mr/L)x) =
(a',b"), F(2f{x) cos
(Nn/Lx) = {(a",b"), dan
F(2f(x) sin (Nx/L)x) =
{(a",b"). Maka a"y = a",
a', = (a"-b'hW2. b, =

| (bla+&")2.

sebuah fungsi-L
dengan Gif) = ¢,
serta Gif(x)e
WMLy — o
Misalkan ¢*, =

€ e untuk setiap
bilangan bulat n.
Maka c* = c”

* Definisi turunan barisan-L (a,b) dapat didefinisikan dengan'b;arbagai cara yang berbeda.
** Definisi integral barisan-L (a,b) di sini berkaitan dengan pilihan definisi turunannya

117




