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ABSTRACT

The Monte Carlo mathod has proved fo be & valuable loof for estimating security prices for which closed form

salutions do not exist This paper avaluate the Quasi-Monte Carfo method thatl has atfractive properties for the

numerical valuation of derivatives and examines the use of Monte Caro simudfation with low-discrepancy sequences

for valuing derivatives versus the lraditiona! Monte Carlo methed using pseudo-random segquences. The relalive

performance of the methods is evalualed based on Eurgpean oplions.
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PENDAHULUAN
Banyak persoalan komputasi
keuangan moderen memeriukan
yang
multidi-

perhitungan  numerik

mengandung integral
mensi, Sebagai contoh, antara
lain, Asian options dan Euro-
pean Options. Metode Monte
Carlo merupakan alternatif yang
sering digunakan untuk per-
hitungan numenk yang meng-
multidimensi

andung integral

tersebut. Penggunaan metode
Monte Carlo
komputasi keuangan dipelopon
oleh Boyle (1977). Dalam tahun
1995, Paskov dan Traub (1995)

mempublikasikan tulisan yang

dalam bidang

menggunakan
Monie Carlo. Hasil tulisan ter-
sebut bahwa
metode guasi-Monte Carlo mem-

melode quasik-

menunjukkan

berikan pendekatan yang lebih

akurat dibandingkan dengan
metode Monte Carlo. Sejak itu
banyak tulisan lain dalam bi-
dang komputasi keuangan yang
menggunakan metode quasi-
Monte Carlo sebagai altemnatif
yang menjanjikan, antara lain
Joy dkk. (1996), Ninomiya and
Tezuka (1996), Willard (1927),
dan Tan dan Boyle (2000), juga
Fang(2002) dan Ibafiez (2004)
Tulisan ini mencoba mem-

bandingkan penggunaan metode

quasi-Monte Carlc dalam meng-
hitung European options dengan
kuasi-

menggunakan barisan

acak Halton dan Sobol

PEMBAHASAN
Metode Monte Carlo

Sebelum membahas menge-
nai metode quasi-Monte Carlo
akan dibahas secara singkat

metode Monte Carlo untuk
menghitung  integral  multi-
dimensi. Metode Monte Carlo

berdasarkan fakia bahwa suatu
]
bentuk integral, _l- flx)dx, dapat

dinyatakan sebagai nilai harapan

27

!



Uyanto, Perbandingan metode ...

dari nilai fungsi dengan distribusi
fo.].
E[f{.t)]: If(r]rit Hasil ini

[o.]
juga bisa
menghitung bentuk
multidimensi (1), i
c* =[0.1) adalah

)= [r( )d

seragam pada yaitu

untuk
integral

diterapkan

mana

(x,.x

ELfG)l= [7( )d
B 3 r()

lim %i.f’( - _[f( )d

n=—ron ™

Hal ini menunjukkan bahwa
metode Monte Carle memiliki

orde galat Ofn'"? } dengan

konstanta yang merupakan
ragam dari fungsi [ yang di-
integralkan. Di sini terlihat bah-
wa galat metode Monte Cario

tidak tergantung dan dimensi-d.

Metode Quasi-Monte Carlo
Metode quasi-Monte Cario
tidak lain adalah metode Monte
Carlo  vyang
barisan kuasi-acak

menggunakan
sebagai
pengganti dari bilangan acak
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berdimensi-d.
seperti dim persamaan (2),
Akibatnya integral
tersebut bisa didekati dengan
persamaan  (3) di
=(x,.x,.....x,) diambil dari

kubus satuan
bentuk

mana

distribusi seragam pada [01}

yvang terdistribusi independen
(1) s = [70)
) a{f)==¢.
(3) r:r(_,f')=|: j'{f{.
@) o

semu. Barisan kuasi-acak ini

digunakan untuk menghasilkan
sampel yang representatif dari
distribusi probabiltas yang di-
simulasikan dalam permasalah-
an praklis. Barisan kuasi-acak
im {sering disebut sebagai low-
discrepancy Sequences) mem-
perbaiki
Monte Carlo dan mempersingkat

kinerjla dari simulasi

wakiu komputasi serta mam-
berikan akurasi yang lebih tinggi

Metode quasi-Monte Carle
umumnya digunakan sebagai
aiternatif darl metode Monte

Carlo dalam persoalan peng-

dan identik. Berdasarkan Strong
Law of Large Numbers didapat
(4), Galat untuk metode Monte
Carlo (5), di mana untuk nilai n
yang besar (6),
£~ N(01) dan

dengan
konstanta
crzcd_f'} adalah akar kuadrat
dari ragam f(7)

—1'>;H, ) .
nis (5}

integralan numerik multidimensi
(dalam bentuk Persamaan (1) di

atas

Metode  quasi-Monte  Carlo
menggunakan bansan kuasi-
acak ¢g_, yang terdistribusi

seragam untuk menghitung (8),
(9), Pertidaksamaan Koksma—
Hiawka (lihat Niederreiter{1992))
memberikan batas galat metode
(10),

gquasi-Monte Carlo




E[f(x)]= }I if{fh}

n = 0

dimana D_{g,) adalah kesen-

jangan dan V¥, (f) adalah
varasi (Hardy Krause}
Kesenjangan adalah ukuran

simpangan dan keseragaman

suatu barisan  titkk dalam

D=[01]. Kesenjangan menye-
babkan terjadinya galat dalam
Carlo.

metode  quasi-Monte

Beberapa barisan kuasi acak
menghasilkan kesenjangan

D7(g,) sebesar Oln" (logn)' ).

Barisan Kuasi Acak
Seperti dijelaskan di atas,

bahwa metode quasi-Monte
Carlo  memeriukan barisan
kuasi-acak yang bersifat
seragam untuk  memberkan
hasi yang lebih akurat
Terdapat beberapa bansan

kuasi-acak, antara lain van der
Corput,

Halton, Faure dan

lim 53 /6.)~ [£( )
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Sobol. Dalam tulisan ini hanya
akan dibahas dua barisan kuasi-
acak yaitu Halton dan Sobol.

kuasi-acak

Barisan Halton

merupakan barnisan berdimensi-d

pada foa].
Dimensi pertama barisan kuasi

kubus saluan

acak Halton adalah barisan
kuasi acak van der Corput basis
2 dan dimensi kedua barisan
kuasi acak Halton merupakan
barisan kuasi acak van der
Corput basis 3. Secara umum
barisan Halton

berdimensi-d adalah barisan

kuasi acak
kuasi acak van der Corput yang
didapat dengan menggunakan
bilangan prima ke-d sebagai
basis (Press dkk
(1982))

Bansan kuasi acak
dideskripsikan
singkat sebagai berikut

bilangan

Hafton
seCars
Bila

dapat

P Pss-- Py Merupakan o

(10)

bilangan prima pertama Maka
sembarang bilangan bulat &£ =0
dapat secara unik dinyatakan

B d|

sebagai k= Z”- p_" dengan

bilangan bulat g e [[l. 8= l}

fungsi kebalikan radikal ¢

didefinisikan sebagai
[l 4]

8, (k)= 2 ap;" Barisan
. —

kuasi acak Halton berdimensi-o

adalah
2 =(8, (k).8, (k)...8, (K)), &

Contoh barisan Halton dapat
dilihat pada Tabel 1

Barisan kuasi-acak Sobol (1967)
merupakan bansan kuasi acak
berdimensi-d yang berdasarkan
bilangan prima 2 sebagai basis.
Contoh barisan kuasi acak Sobol
dapat dilihat pada Tabel 2
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Tabel 1: Contoh Barisan kuasi-acak Halton

Dimensi=1 Dimensi= 2 Dimensi=3
n (basis 2) {basis 3) {basis 5)
1 R 1/3 1/5
2 - 1/4 2/3 2/5
3 34 1/9 3/5
4 /8 4/9 4/5
5 5/8 718 1/25
6 3/8 219 | si2s
N 7 - 778 5(9 11/25
8 ~1/16 8/9 16/25

Tabel 2: Contoh Barisan kuasi-acak Sobal

n Dimensi = 1 Dimensi = 2 Dimensi=3
(Basis 2) (Basis 2) {Basis 2)
1 1/2 12 112
2 34 1/4 3/4
N 3 1/4 34 1/4

4 38 318 58

5 : 718 1 7/8 1/8

5 5/8 l_ 1/8 3/8

7 18 !' 578 718

8 3116 J 5116 516
1. Simulasi Eurgpean Options (1973) kemudian juga ikut mendasar model Black-Scholes
dengan R language mengembangkan model vang  adalah:
Model Black-Scholes sekarang ini dikenal dengan 1. Harga saham mengikuti

Black Scholes  (1973)

menerbitkan sebuah artikel yang

and

kemudian menjadi salah satu
artikel  yang
dalam teori keuangan,

penting
Merton

sangat

3

nama Black-Scholes. Dari artikel

tersebut dapat dilakukan per-
hitungan harga berbagai turunan

termasuk options. Asumsi yang

2.

distribusi legnormal,

Tidak ada biaya transaksi

atau pajak.



3 Tdak ada pembagian
dividen selama masa hidup
options

4. Tidak ada peluang arbitrasi
yang tanpa risiko.

5. Perdagangan sekurilas
bersifat kontinu.

6. Investor dapat meminjam
dan meminjamkan pada
tingkat suku bunga bebas
ristko yang sama.

dS = uS dt + o8 d=

¢ =SN(d,)- ke N(d,)
p=Ke " N(-dy)- SN(-4a))

d,

_ n(S/K)=\r+a’12)T

:’T\ﬁ-

N(x) adalah fungsi distribusi
normal kumulatif untuk & dan
d,. Nilai

dari  N(x)

tabel

dapat

diperoleh darl distribusi

normal,

dS, = p1,8, )t + o (1,5, Jdw,

(2d0.8,)= 15,
]_ o(r.S )= as,
Jika sebuah N(0.1) dapat di-
hasilkan,

nilal X

untuk mendapatkan
hanya perlu menga-
likannya dengan o1 =1 . Untuk
European

aptions,
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7. Suku bunga bebas risiko
jangka pendek, r, konstan
Dengan harga aset S, harga

stnike K. waktu jatuh tempo T,

dan suku bunga bebas risiko r,

maka model yang diasumsikan

ekspektasi pengembalian dan o
adalah volatilitas dari asset
Variabel-vanabel  tersebut
dapat diaplikasikan ke dalam
suatu persamaan untuk me-

nurunkan hafga European call

dapat mengendalikan perilaku S options dan European put
sebagal fungsi wakiu t adalah  eptions (12).
(11), Dengan = adalah suatu
proses Wiener, u  adalah
(11) Iﬁ{-’i'fﬁ}'f-()‘ -’ 12)T (15)
d,= T '
(12) a7
AFEN NS 1
(13) 1 — Ty 1 (16)
(14)
Persamaan pergerakan har- adalsh (19) dimana

ga sekuritas diperoleh sebagasi
berikut (17). Sekuritas tersebut
berevolusi berdasarkan
sebuah  persamaan

Solusi dari persamaan tersebut

pada
tertentu,

(17)

(18)

T —t =T dikarenakan European
opfions hanya bisa exercise
pada saat jatuh tempo
simulasi

Hasil dengan

bahasa R (www.r-project.org),

(7, =W}~ N(0.T -1)
Solusi selanjutnya dapat
ditulis ke dalam bentuk (20)

dimana ¥~ No.a* (1 -1)).

S =8 exp{fr—ﬂ.ﬁa“h?' —t)+(alw, -w)) (19)

S, =S, expl(r - 0.5 Y7 -1)+ X)

(20)

untuk Ewropean call options,
nilai $,=469 94, strike=470, r =
0.20513. o=02 T7=05 dan
untuk European put options, nilaf
S5,=84 83, strike=85, r =

3l
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0.57437, a =0.2,7=0.5. Program dan hasil masing pada Gambar 1 sampai dengan
masing metode dapat dilihat Gambar8

Fie Bt Vew Mz Fadages Windee rep

== ®]E0] el [=]

|3

o - === = T ——— - —
> # European call options dengan Black-Scholes '

= :“'_' — — —————————— § * & - resee—— 4t -t -~ =3

> #suku bunga tetap

> bsc—Ffunction(sze,strike,r,sigma.T) {

+ dl<-(log(so/strike)+r*T) / (sigma*sqrt(T))+0.5*sigma*sqrt (T) ¢
+ d2<-dl- (sigma*sqrt (T)}) E:
+ hsc<-5o¥*CND (dl) - strike*exp (-r¥T) *CND (d2)

+ }

> so=469 .94 ;strike=470 ;r=0.20513 ;sdgma=.2 ;T=0.5;

> mean((bs(so,strike,r sigma,T)})

[1] 54.339 4
B e e e e e —— e ——————

> =

e - —— TEEESET . MR
# European put opticons dengan Black-Scholes
el ==== ———— - s s i—a — . - o - -

#=suku bunga tetap

be<—function(so,strike,r,sigma T} {

di<-(logiso/strike)+r™T) /(=sigma"sqrt(T) )+0_S5*sigma*sqrt (T)

d2<-dl- (sigma*sgrt (T))

bBsp<-strikevaxp (- *T) *CND (-d2) - so%CND (-dl) |
} i
so=84 .83 ;strike=85 ;r=0.57437 ;sigma=.2 ;T=0.5;
mean | (bs (50, strike,r,sigma,T) )} |

1] 0.08431907

YV Y4+ 4+ 4++2VVVYYY

Gambar 2. Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European put options dengan Black-Scholes

i
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< R Comsola

# Monte Carlo Eurcopean call Options

"........_ BT e
frn<-function(u, so,strike,r,sigma,T) {

¥<-so¥erp (gnormi{u, mean=r*T-sigma*2 *7/2 sd=sigma*sgrt (T1))
wo=a¥p (-r*T) *pmax { (x-strike) 0)

vl

#Euku bunga tetap

£0=4692 .94 rstrike=470 ;r=0.20513 ;sigma=.2 ;7=0.5
set.seed(123)

mee <= mean(fn(cunif (50000) , =so,strike. T sigma,T))
™o

[1] 53.873

> chs-mcc

[1] ©0.5255994

VVVNVNVE+EEL+YVVYY

<

Gambar 3. Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European call options dengan Black-Scholes

Fil=

MY v Y YE+s s VYVY

>

menggunakan metode Monte Carlo

Edit - Miewy  Misr Packages CWindows | Halp

# Monte Carlo European put Options

- — ——— = — - —— - -

fn<-function{u, so,strike, r, sigma,T){

x<-sovexp (gqnorm{u, mean=r*T-sigma“2*T/2, sd—sigma*sqrt {T})})
v<—-eXp (-x*T) *pmax ( (strike-x} ,0)

b}

#suku bunga tetap

s0=84 .83 ;stxrike=85;r=0.57437 ;sigma=_.2 ;T=0.5;

set . seeaed (123)

mep <= mean{fn{runif (50000}  =o,8trike,r,sigma,T))
mep

[1] ©0.08286956

pbs-mcp

[1] ©.001445501

Gambar 4. Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European put options dengan Black-Scholes

menggunakan metode Monte Cario
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# Quasi-Monte Carlo European call options— Halton seguences

library (foptions)

fn<—function{u, so,strike,r,sigma,T){
¥<—so%*exp (gnormiu, mean=r*T-sigma*2*T /2,6 sd=sigma*sgzt (T) })
v<—exXp (-r*T) *pmax{ (x-strike} ,0)

v}

#suku bunga tetap

s0=469 .94 ;strike=470 ;r=0.20513 rsigma
sat.sead (123)

¥x32 <= En(runif.halton (50000 ,3) ,80,strike, r
gncch <— mean (xx3)

gmcch

[1] 54.38B418

> cbhs—-gmech

(1] 0.01482157

VV¥VVYV4HIE+ESVVYVVVYY

A i s e R L g A

Gambar 5. Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European call options dengan Black-
Scholes menggunakan Quasi-Monte Carlo dengan barisan kuasi acak Halton

Fio  Dde visw Misd  Packhgos  Windows | Heh

el [elejolelE

# == === =

# Duasi-Monte Carlo European put options—- Halton seguences

.“ == = T —— = == =88 = =B 8 — ) p——

library (foptions)

En<-function(u, so,strike,r,sigma, T} {

H<-zotaxp (gnormi{u, meansr¥T-sigma®2*T/2  sd=sigma*sqgrt (T)))

ve—eXp (-r*T)*pmax( {(strike—-x) ,0)

vl

#suku bunga tetap

so=84 .83 strike=85 x=0.57437 ;sigma=_2 ;T=0.5;

set _sead{l123)

¥wd <= fni{runif.halton{(50000 . 3) S0, strike,r, sigma,T)
maan (xXx4)

-
>
>
-
>
.'.
+
+
-
-
>
>
>
>

[1] 0.08B4E5234
> pbs-gmoph
[1] —0.0002732775

£ L o g
Gambar 6. Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European put options dengan Black-

Scholes menggunakan Quasi-Monte Carlo dengan barisan kuasi acak Halton
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libraxy (foptions)
fo<-function(u,so,strike,.r,sigma ,T) {

x<-so*exp (gnorm{u, mean=r*T-sigma*2*T/2 K sd=sigma*sqrt (T)))
wr—exp (-r*T) *pmax { (x—strike) ,0)

Wl

#suku bunga tetap

E0=469.94 ratrike=470 ;r=0.20513 'sigma=, 2 ;T=0.5;

set . seed (123}

x5 <= fn(runif.socbeol (B0000,3)  s0,s8trike, o, sigma,T)
gmocs <= meaan(xxh})

gmcos

[1] 54.39%303

> chs-gmocos

[1] ©.0055976348

VYNV YV L4V YYY

Gambar 7 Program dan Hasil perhitungan dengan R untuk European call options dengan Black-Scholes

menggunakan Quasi-Monte Carlo dengan barisan kuasi acak Sobol

Ml Et . Ve Mar Packiages  Windoes Heh

Ee Sloneo0
P RComole: - : e

# Quasi-Monte Carle Eurcpean put options- Scobol sequences

Ho——amommEaRET=— ==c=SSsssSsSa=sTs

librarcy (fOptions)

fn<-funetion({u,so,strike,r,sigma,T)} {

¥<-so*exp (gnormiu, mean=g*T-sigma“2*T /2, sd=sigma*sqrt (T} })
v—exXp (-x*T) *pmax{ (strike-x) ,0)

v}

#isuku bunga tetap

so=EB4 .83 rstrike=85;r=0.57437 ;sigma=_2 ;T=0.5:
set.sead(123)

x4 <- En(runif.scobel (50000,3) ,30,strike,
qmcps <- mean(xx4)

gmCp s

[1] o.08414722

> pbhs-gmcps

[L] ©2.000171B412

 Sigma,T)

VYYYY VA +FYYVYYY

Gambar 8 Perhitungan dan Hasil perhitungan dengan R untuk European pul options dengan Black-
Scholes menggunakan Quasi-Monte Carlo dengan barisan kuasi acak Sobol
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e ————————

Hasil Simulasi European
Options dengan bahasa R di

atas dirangkum dalam satu

tabel, seperti yang dapat dilihat
pada Tabel 3.

Tabel 3: Hasil Perbandingan European Call Options (n=50 000)

Metode European Call Options Residual
Black Scholes 54 399 T =
Monte Carlo 53873 0.5259554
Quasi-Monte  Carlo - | 54.38418 0.01482157
Halton
 Quasi-Monte Carlo - Sobol 54.39303 0.005976348

Tabel 4: Hasil Perbandingan European Put Options (n=50 000)

Metode European Put Options Residual
Black Scholes 0.08431907 - |
[‘Monte Carlo 0.08286956 0.001449501 |
QuasiMonte Care - | 0.08459234 -
Halton ! 0.0002732775 |
| Quasi-Monte Carlo - Sobol 0.08414722 0.0001716412 |
Dari Tabel 3 dan Tabel 4 terlihat Sobol membenkan hasil bilangan acak semu pada

bahwa hasil simulasi European
Options dengan metode quasi-
Monte Carlo dengan barisan
kuasi acak Sobol memberikan
hasil terbaik, hal ini terlihat dari
residual yang sangat kecil bila
dibandingkan dengan metode
Monte Carlo dan quasi-Monte
Carlo dengan barisan kuasi acak
Haiton

PENUTUP
« Metode Quasi-Monte Carlo
dengan barisan kuasi-acak

36

terbaik, hal ini terlihat dari
residual untuk European Call
Options dan European Put
Options yang selalu jauh

lebih  kecil dibandingkan
dengan metode Mante Carle
dan quasi-Monte  Carlo

dengan barisan kuasi acak
Halton.

- Penggunaan barisan kuasi

acak yang bersifat lebih
seragam  pada metode
Quasi-Monte Cario
dibandingkan dengan

Monte Carlc menunjukan
bahwa barisan kuasi-acak
lebih pada

[01]".

representatif

« Masih terbuka peluang untuk

melakukan nset terhadap

kuasi acak yang
digunakan
kompuiasi

yang bersifat lebih acak dan

barisan
dapat dalam
aplikasi integral

seragam
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